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О ПРОФИЛИРОВАНИИ ЗУБЬЕВ НА НЕКРУГЛЫХ КОЛЕСАХ 
 
Проведено порівняльний аналіз профілів зубців некруглих прямозубих коліс, нарізаних методом 
обкату довбяком при розташуванні осі обертання заготівки на міжосьовій відстані довбяк-
заготівка поза цією міжосьовою відстанню. На підставі проведених теоретичних досліджень сфо-
рмульована теорема. 
 
The comparative research of tooth profile of noncircular gear cut by a rolling method by gear-cutter at 
an arrangement of gear-blank rotational axis on interaxal distance cutter-blank outside of this interaxal 
distance is carried out. On the basis of carried out theoretical researches the theorem is formulated. 
 
Из основной теоремы зацепления [1] следует, что при заданных профи-
лях полюсом зацепления является точка пересечения нормали к профилям с 
линией межосевого расстояния. Это условие соблюдается в случае изготов-
ления передач круглыми зубчатыми колесами. 
Для проверки соблюдения условий основной теоремы зацепления в слу-
чае передач некруглыми зубчатыми колесами сравним поверхности зубьев, 
полученные методом обкатки режущего инструмента (круглого долбяка) по 
заготовке некруглого колеса. Здесь могут быть два случая. 
В первом случае профилирование зубьев происходит по известному ме-
тоду для круглых колес, т.е. режущий инструмент и нарезаемое некруглое ко-
лесо имеют постоянные согласованные окружные скорости и осевые переме-
щения при нахождении оси вращения заготовки на межосевом расстоянии 
режущий инструмент-заготовка. 
Во втором случае применяется новый способ нарезания [2] некруглых 
зубчатых колес: режущий инструмент и заготовка имеют постоянные окруж-
ные согласованные скорости и осевые перемещения при нахождении оси 
вращения заготовки вне межосевого расстояния режущий инструмент-
заготовка. При этом должны выполнятся два условия. 
Условие первое. Окружная скорость нарезаемого колеса должна быть 
постоянной, то есть: 
 const=⋅= iii rV ω , (1) 
 
где iω  – угловая скорость вращения заготовки; ir  – радиус центроиды наре-
заемого колеса в станочном зацеплении. 
Наиболее простым вариантом выполнения этого условия является вве-
дение в кинематическую цепь деления устройства для нарезания некруглых 
зубчатых колес копирного некруглого колеса, радиус центроиды которого 
изменяется по тому же закону, что и радиус центроиды нарезаемого колеса. 
 178
При этом полагаем, что точка контакта центроиды режущего инструмен-
та и центроиды нарезаемого колеса все время будет оставаться неподвижной 
(рисунок 1). 
 
Рисунок 1 – Системы координат некруглого колеса при нарезании зубьев 
 
Условие второе. Нарезаемые зубья на некруглых колесах должны распо-
лагаться нормально центроиде. Это значит, что ось симметрии основания на-
резаемого зуба должна совпадать с нормалью к данному участку центроиды. 
Для выполнения этого условия заготовке нарезаемого некруглого колеса 
кроме вращательного движения вокруг его оси с постоянной окружной скоро-
стью необходимо сообщать дополнительные обкатные движения относительно 
точки контакта центроид заготовки и режущего инструмента в плоскости, пер-
пендикулярной наружной (внутренней) образующей заготовки. При этом об-
щая нормаль в точке их контакта проходит 
через центр кривизны центроиды нарезаемого 
участка заготовки [2] (рисунок 2). 
При этом полагаем, что режущий инст-
румент 2 совершает только вращательное 
движение с постоянной окружной скоростью 
вокруг своей оси и перемещается вдоль обра-
зующей заготовки 1. 
Позиции 3, 4, 5, 6 и 7 (рисунок 2) – по-
ложения заготовки относительно режущего 
инструмента в процессе нарезания зубьев. 
Рассмотрим второе условие в торцевой 
плоскости цилиндрического некруглого коле-
са. На рисунке 1 система координат 111 YXO  – 
подвижная, связанная с заготовкой, где центр 
Рисунок 2 – Положения заготовки 
некруглого зубчатого колеса отно-
сительно режущего инструмента: 
1 – заготовка, 2 – режущий инстру-
мент, 3, 4, 5, 6, 7 – позиции заготовки 
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1O  находится на оси вращения заготовки. Система OXY  – неподвижная, у ко-
торой центр O  совпадает с точкой контакта центроид режущего инструмента и 
нарезаемого колеса. Ось OX  совпадает с касательной к центроиде нарезаемого 
колеса и с центроидой режущего инструмента (червячной фрезы, например). 
Радиус центроиды нарезаемого колеса, например, ведущего, определяется по 
зависимости: 
 
( )
( )1
1
1 1 ϕ
ϕ
i
iar w+= , (2) 
 
где wa  – межосевое расстояние передачи некруглыми зубчатыми колесами; ( )1ϕi  – функция передаточного отношения передачи некруглыми колесами; 
1ϕ  – угол поворота ведущего некруглого колеса. 
Уравнение (2) в подвижных системах координат имеет вид: 
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Координаты оси вращения ведущего нарезаемого колеса относительно 
точки O  в системе координат OXY  в любой момент времени описываются 
зависимостями: 
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где ψ  – угол, образуемый радиус-вектором центроиды колеса с положитель-
ным направлением касательной [2], с использованием (3) и (4) равен 
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Подставив значения (8) и (9) в уравнения (5) и (6), соответственно получим: 
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Система уравнений (10) и (11) описывает траекторию движения оси 
вращения нарезаемого некруглого колеса относительно точки контакта цен-
троиды его с центроидой режущего инструмента в зависимости от углов по-
ворота заготовки. 
Положив в уравнениях (10) и (11) ( ) const1 =ϕi , получим уравнения ко-
ординат оси вращения для круглой заготовки: 
 
 0=X ; (12) 
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Из уравнений (10) и (11), (12) и (13) следует, что для нарезания зубьев на 
некруглых колесах, расположенных нормально центроиде, необходимо ось 
вращения заготовки поворачивать вокруг точки контакта центроид нарезае-
мого колеса и режущего инструмента в плоскости перпендикулярной обра-
зующей заготовки. Если же сделать ось вращения заготовки неподвижной в 
плоскости OXY , то для выполнения второго условия, указанного выше, не-
обходимо режущему инструменту сообщать дополнительные согласованные 
перемещения в направлении вращения заготовки и вдоль межосевого рас-
стояния заготовка-режущий инструмент. 
Уравнения (12) и (13) показывают, что известные методы нарезания круг-
лых зубчатых колес являются частными случаями описываемого способа [2]. 
Пусть режущие кромки профиля зубьев режущего инструмента (долбя-
ка) очерчены кривой вида: 
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где λ  – параметр; ( )λ1f  и ( )λ2f  – функции, описывающие режущие кромки, со-
стоящие из обыкновенных точек; иr  – радиус делительной окружности долбяка. 
Пользуясь методом Х.И. Гохмана [3], совершив переход от системы ко-
ординат режущего инструмента иии ZYX  к неподвижной системе координат 
XYZ , а затем от неподвижной системы к подвижной системе координат не-
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круглого зубчатого колеса, запишем координаты контактной точки на по-
верхностях зубьев: 
 
 ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) 2,12,1ии2,1и2и2,1и12,1 sinsinsincos ψϕϕϕλϕϕλ rrfrfX +++±−+±= ; ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) 2,12,1ии2,1и2и2,1и12,1 coscoscossin ψϕϕϕλϕϕλ rrfrfY −−+±++±= ; (15) 
 и2,1 ZZ = . 
 
Уравнение связи между поворотами режущего инструмента и нарезае-
мых некруглых колес будет иметь вид: 
 ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ +++++++±± 2,1и1и2,1и121и 2sin12sin11 ϕϕϕϕϕϕλλ iriffr  ( )] ( )[ ] ( ) ( )−+++++++++ 2,12,1и2,12,1и12,12,1и cossin12cos ψϕϕψϕϕϕϕϕ ir  ( ) ( ) ( )[ ] 0cossin' 2,1и2,1и2,1и2,1 =++++− ψϕϕϕψϕr . (16) 
 
Связь между углами 2,1λ  поворота долбяка и углами поворота 2,1ϕ  наре-
заемого некруглого колеса: 
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Уравнения (15) и (16) являются параметрическими уравнениями профи-
лей зубьев нарезаемых некруглых колес методом обката режущего инстру-
мента (долбяка) по заготовке некруглого колеса. При этом кроме согласован-
ных движений заготовки и режущего инструмента вокруг своих осей, заго-
товка нарезаемого колеса совершает дополнительные обкатные движения от-
носительно точки касания центроид нарезаемого колеса и режущего инстру-
мента по закону, связанному с формой центроиды заготовки, то есть с функ-
цией передаточного отношения. 
Если заготовке нарезаемого некруглого колеса сообщать только согласо-
ванные с режущим инструментом движения вращения с постоянной окруж-
ной скоростью и перемещения вдоль линии межосевого расстояния без об-
катных дополнительных движений заготовки относительно точки контакта 
центроид нарезаемого колеса и режущего инструмента, то параметрические 
уравнения профилей зубьев некруглых колес будут иметь вид: 
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Уравнение связи между углами иϕ  поворота режущих кромок обобщен-
ного долбяка и углами 2,1ϕ  поворота заготовки нарезаемого некруглого колеса: 
 
( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ]++++++++±± 2,1и2,1и1и2,1и21и 2cos2sin12sin1 ϕϕϕϕϕϕϕλλ irffr
( )[ ] ( ) ( ) [ ] 0cossincossin1 ии2,12,1и2,1и12,1 =+−+++++ ϕϕϕϕϕϕϕ rir . (20) 
 
Уравнения (15)…(20) описывают поверхности зубьев прямозубой пере-
дачи некруглыми колесами в зависимости от функции передаточного отно-
шения в общем виде. 
Для проверки соблюдения условий основной теоремы зацепления запи-
шем уравнения проекций нормалей к поверхностям одного из колес, напри-
мер, ведущего, описываемого уравнением (15), и сравним их: 
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Такие же уравнения имеют проекции нормалей к поверхностям зубьев 
ведомого колеса. 
Из уравнений (21) следует, что условия основной теоремы зацепления со-
блюдаются в зубчатой передаче некруглыми колесами, изготовленной методом 
обката при помощи производящего колеса с постоянным радиусом центроиды 
независимо от расположения оси вращения заготовки относительно мгновенного 
центра вращения. Здесь зубья спрофилированы относительно нормали к центроиде 
нарезаемого участка колеса, проходящей через центр кривизны этого участка. 
Полученный результат дает основание сделать вывод, что при профили-
ровании зубьев на некруглых колесах методом обката производящего колеса 
с постоянным радиусом центроиды расположение оси вращения изготавли-
ваемого колеса вне нормали к центроиде нарезаемого участка, проходящей 
через мгновенный центр вращения его зубьев, не нарушает основной теоремы 
зацепления в передаче некруглыми колесами. 
Для оценки поверхностей профилей зубьев некруглых колес, нарезанных 
одним и тем же производящим инструментом (долбяком) методом обката 
сравним уравнения связи (16) и (20). Исключив одинаковые слагаемые, для 
первого и второго случаев получим: 
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Отсюда следует, что уравнения (22) и (23) не равны друг другу. Это зна-
чит, что касательные к профилям зубьев, спрофилированных одним и тем же 
инструментом, но с разными движениями заготовки относительно режущего 
инструмента, не совпадают и имеют разные углы наклона к осям координат. 
Следовательно, в обоих случаях профили зубьев разные. 
Результат, полученный в уравнениях (22) и (23), можно сформулировать 
в виде теоремы. 
Теорема. Для обеспечения расположения зубьев нормально центроиде 
нарезаемого участка некруглого колеса необходимо и достаточно заготовке 
нарезаемого колеса, кроме согласованного с производящим инструментом 
вращательного движения с постоянной окружной скоростью сообщать до-
полнительные обкатные движения в плоскости нормального сечения обра-
зующей аксоида нарезаемого колеса относительно полюса зацепления наре-
заемого колеса и режущего инструмента таким образом, чтобы центр кривиз-
ны нарезаемого участка центроиды находился на линии нормали к центроиде 
режущего инструмента, проходящей через мгновенный центр вращения. 
Доказательством теоремы служит изложенный выше материал. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, ОПИСЫВАЮЩИХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКУЮ ПЕРЕДАЧУ НОВИКОВА ДЛЗ 
 
Виконано дослідження стійкості рішення системи диференційних рівнянь з змінними коефіцієн-
тами, що описують циліндричну передачу Новикова.  
 
Stability of the decision of system of the differential equations with the variable factors, Novikov de-
scribing cylindrical gear is investigated. 
 
Для задачи об устойчивости движения в постановке Ляпунова А.М. ха-
рактерно следующее: 
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а) рассматривается устойчивость невозмущенного движения только по 
отношению к возмущениям начальных условий; 
б) предполагается, что начальные возмущения, а следовательно, и по-
следующие возмущения – достаточно малые величины; 
в) рассматривается неограниченный интервал времени. 
Рабочим состоянием многих машин и агрегатов является колебательное 
движение их звеньев, не является исключением и зубчатая передача. Будем 
считать ее голономной механической системой, которая в общем случае опи-
сывается системой дифференциальных уравнений n-го порядка вида 
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dx
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s ,..2,1;,...,, 1 == ,                              (1) 
 
и в которой функции Xs удовлетворяют условиям Липшица по переменным xs 
в каждой замкнутой области GG ⊂δ  и +∈ tJt , где [ ]∞≤≤=+ tJt 0 : 
 
{ } ( ).maxили;илиconst,;: 2
2/1
1
2
ss
n
i
in xxxxHHHxExxG =⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛=∞==<∈= ∑
=
  (2) 
 
При этом из теории обыкновенных дифференциальных уравнений из-
вестно [1], что по каждому набору вещественных чисел ( )000201 ,,..., txxx n  из об-
ласти +× tJGδ  определяется n непрерывно дифференцируемых функций 
 ( ) ( ) nstxtxxxtx sns ,..2,1;,,...,, 000201 == ,                               (3) 
 
удовлетворяющих системе (1) и принимающих значения 
 ( ) 00 при ttxtx ss == . 
 
Следует заметить, что функции XS (s=1,2,..n) должны, естественно, зави-
сеть от некоторых конструктивных параметров передачи ( ) Ω∈mγγ ..1 . 
Наряду с системой (1) имеет место другая система 
 
( ) ( ) ( ),,..2,1;,..,,,..,, 11 nSxxtRxxtXdt
dx
nsns
s =+=                      (4) 
 
в которой функции ( )ns xxtR ,..,, 1  учитывают непрерывно действующие воз-
мущения на систему (1). В этом случае можно предположить, что в области 
+× tJGδ существует решение системы (4) и оно единственно для заданных на-
чальных условий. Однако в [1] показано, что функции ( )ns xxtR ,..,, 1  на прак-
тике не определимы, что существенно усложняет задачу, но, как правило, из-
